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Претендент що до третьо! 
1нтегрально! теореми про середне 


Подобно тому, как формула Лагранжа является частным случаем формулы Коши о среднем в 
дифференциальном исчислении, также можно показать, что первая теорема о среднем является частным 
случаем интегральной теоремы Коши. В работе рассмотрены две формы интегральной теоремы Коши. 
Первая из них следует непосредственно из дифференциальной формулы Коши о среднем, а вторая 
является ее обобщением, подобно тому, как существует первая и вторая интегральные теоремы о 
среднем и их обобщенные варианты. 

Ключевые слова: интеграл, теоремы о среднем, обобщенная теорема, среднее значение 
функции, интегральное среднее. 
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Третя теорема про середне може бути використана для ощнки визначних 1нтегралив. 

Ключов! слова: 1нтеграл, теорема про середне, узагальнена теорема, середне значення 
функци, 1нтегральне середне. 


Введение 
Напомним, что в классическом курсе математического анализа преимущест- 


венно используются две интегральные теоремы о среднем, каждая из которых несет 
свою практическую ценность и активно используется в различных разделах мате- 
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матики [1-4]. Эти теоремы, не вдаваясь в подробности, можно кратко записать в виде 
формул: 


в. [| лодводах = [в одаь 6 в (а) (т 
2: [ годах = а) оах+ КОЛ 8х, ЕЁ «(а,Ь). (Т2) 


Это обобщенные теоремы о среднем, которые часто записываются при #(х)=1 и на- 
зываются усеченными формами обобщенных интегральных теорем [1-3]. 

Как известно, теорема Коши в дифференциальном исчислении относится к так 
называемым теоремам о среднем в дифференциальном исчислении [1], [2]. Она ис- 
пользуется в математическом анализе для доказательства ряда математических поло- 
жений, в частности, для формулировки и обоснования правила Лопиталя раскрытия 
неопределенностей при вычислении пределов [3], [4]. Вместе с тем эта теорема яв- 
ляется обобщением теоремы Лагранжа, роль которой исключительна, не только в 
дифференциальном исчислении, но и во всем математическом анализе. 

Обратим внимание на то, что интегральный аналог теоремы Лагранжа приво- 
дит к первой интегральной теореме о среднем [6]. Поскольку теорема Коши является 
обобщением теоремы Лагранжа, то следует ожидать, что ее интегральный аналог 
приведет к одному из вариантов интегральной теоремы о среднем. Мы ее называем 
претендентом на третью теорему о среднем. Она может быть записана в виде 


формулы 
3. «© [ годабдах = | «одасдах, 6 е(а.5) (ТЗ) 


Это обобщенная теорема о среднем, а частная теорема получается при 4(х) =1 


[Г Годах= Г), водах, Е в (а,Ь). (1 


Для доказательства интегральной теоремы Коши (ТЗ) потребуется понятие и 
свойства интегральной меры измеримого множества. 
Свойства меры ИЁ измеримого множества Е: 
1. Неотрицательность: иЕ > 0. 


2. Монотонность: если Е < Е› ‚то иЁ, < ВЕ.. 
3. Аддитивность: если Е, [\ Е, = Е [5 Е, = уз НЕ. 
т 11 


Например, если рассматривается определенный интеграл, то интегральная мера 
ИЕ = а(О(х)) =О'’(х)ах, где О(х) — дифференцируемая функция. В этом случае, 
первое свойство меры — неотрицательность, не является обязательным. Это свойство 
является важным для кратных интегралов. Второе свойство меры — монотонность, 
означает, что функция О’(х) =4(х) должна сохранять знак на заданном интервале 
интегрирования (величина Ах > 0 по определению). Третье свойство меры очевидно 
и не требует комментария, ибо в однократном интеграле Римана мера по определе- 
нию аддитивна. 


| Теорема Коши и ее интегральный аналог 


Напомним содержание теоремы Коши в дифференциальном исчислении. Если 
функции /(х) и ©(х) непрерывны на отрезке [а,6] ‚ дифференцируемы на интер- 
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вале (а,Б) и 2'(х)*0 во всех точках интервала (а,Б), то существует точка & Е (а,Б), 
такая, что имеет место формула 
А) Ка) _ 1). И 
8) -8(а) 88) 


Если функция ЁР(х) является первообразной функции }(х) на отрезке [а,6] ‚а 


функция С(х) является первообразной функции ©(х) на [а,6] ‚ то, учитывая фор- 


мулу Ньютона-Лейбница ЕР(Ь)-Е(а)= | . Ходах, С(Б)-С(а) = | "водах и Е (6) =Х(&), 


[сов _ 1) 
[водах 8(5) 


Полученный результат формулируем в виде теоремы. 
Интегральная теорема Коши. Если функции {(х) и 8(х) непрерывны на от- 


С’(Е) = 2(&), формула (2) примет вид откуда следует формула (1). 


резке [а,6] и е(х) 0 во всех точках интервала (а,6) ‚ то существует точка & Е(а,Б), 
такая, что имеет место формула (1). 
Приведем строгое доказательство теоремы. Пусть функции Р(х) и С(х) являют- 


ся первообразными функций Г(х) и 8(х) на отрезке [а,6] . Тогда, на отрезке [а,6] 
определенны функции Е(х) и С(»х) в виде интегралов с переменными верхними 
пределами 

ЕО) = | Годах и в(® = [водах , (3) 
По теореме об интегралах с переменным верхним пределом [1] функции Е(х) и С(х) 
непрерывно-дифференцируемы на (а,6б) и выполняются равенства ЁР’(х) = Г (х), 
С’(х) = в(х). Остается применить формулу Коши (2) к функциям Е(х) и С(х), и 
использовать равенства (3) и Р’(&) = }(&) ‚С’(&)= ®(8). 


Замечание. Одним из условий дифференциальной теоремы Коши является условие 
С’(х)=0 во всех точках интервале (а,Ь), а в силу равенства С’(х) = ®(х) во всех 


точках интервал (а,6) выполняется неравенство 8(х)=*0. 
Второй способ доказательства. Рассмотрим функцию Ф(х)= [| Г -Ле(@)аЕ с не- 


определенным множителем /. и определим его так, чтобы Ф(Ь) = Ф(а) , т.е. 


Ь Ь Ь [лом 
Ф(Ь)= | (Е —ле()а = | а» | (ав, Фа) =05% =. 
| [ зо 


Для функции Ф(х) выполнены условия теоремы Ролля 1) она непрерывна на отрезке 
[а,6]; 2) она дифференцируема на интервале (а,Б) и 3) Ф(Б)=Ф(а), поэтому 


96 е (а,Б), в которой Ф"&) = /(&)-^в(&)=> Л = (Е) / в(Е). Откуда следует фор- 
мула (1). 
Следствие. При ©(х)=1 на [а,6] имеем частный случай первой теоремы о среднем 


[ годах = Г [= ЛЕЖЬ-а). 


При Г(х) = #(х) равенство (3) вырождается в тождество. 
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2 Сравнение первой и третьей теорем о среднем 


Может создаться впечатление, что теорема ТЗ является следствием первой теоремы 
Т1, если последнюю применить повторно к функции 2(х). Одним из условий теоремы 


Т1 является требование, чтобы функция $(х) не меняла знак на заданном отрезке [а,б]. 
Если, кроме того, функция /(х) не меняет знак на [а,6], то первую теорему Т1 можно 
применить к функции 2(х). Другими словами, существует точка и Е (а,Б) ‚ такая, что 


| р (0) (хх) ах= 8(и) | - Дх)ах . Сравнивая с формулой Т1, получим равенство 
УС [ «дак = «|, ха (4 


Это равенство имеет сходство с формулой Коши ТЗ, но отличается от последней 
тем, что точки 6 и и , вообще говоря, различные. 
Но это не единственное отличие. Дело в том, что в первой теореме о среднем 
значение }(&) имеет смысл среднего значения функции }(х) на отрезке [а,Б]. 
1 Ь 
Среднее значение функции понимается в интегральном смысле }(&)= т Их) ах. 
—а а 
В обобщенном смысле среднее значение определяется как среднее «взвешенное» с 


[ оз 
[ #(х)ах 


а 


весовой функцией 8(х), а именно Г(Ё)= ‚ В нашем случае, как видно из 


равенства (ТЗ), речь идет только об отношении двух интегралов, и найдется точка на 
отрезке [а,6], в которой отношение интегралов равно отношению значений подын- 


тегральных функций. Даже, если переписать равенство (ТЗ) в виде |. ды _ (5 )Ф-а) 
[ (х)ах 8 ХЬ-а) 


то, вообще говоря, Г(&)(Ь-а) =[ (хах, е(&)Ь-а) [| #(х)4х и не являются 


средними значениями функций }(х) и #(х). 


3 Обобщенная интегральная теорема Коши 


Теорема. Пусть 1) функции Ё(х) и 8(х) непрерывные на отрезке [а,6], 2) функция 
9(х)=0 непрерывна на [а,6] и имеет первообразную О(х) и 3) функция 4(х) не 
меняет знак на [4,6]. Тогда, существует точка & Е(а,Б) такая, что выполняется ра- 
венство (ТЗ) 

Следствие 1. При а(х) =1 на [а,6] имеем частный случай (1) обобщенной теоремы. 
Следствие 2. При 4(х)=1, г(х) =С имеем первую теорему о среднем [ дах = (Е )-а) 


в усеченном виде. 
Доказательство теоремы проведем как обобщение формулы (1). В интегральной 
теореме Коши для функций }(х) и е(х) произведем замену интегральной меры ах 


на меру нЕ =АО(х). Обоснование такой замены представлено в работах [7], [8]. 
Заметим, что мера 4О(х) = О'(х)ах = а(х)ах будет монотонной на отрезке [а,6], если 
функция 4(х) не меняет знак на [4,6]. В результате такой замены меры, получим 


2(Е) | ода») = ©) [ о<даа>х). Учитывая, что 4О(х) = а4(х)ах , получим формулу (ТЗ). 
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4 Геометрический и вероятностный смысл 
третьей теоремы о среднем 


Рассмотрим непрерывные функции }Ё(х)>0 и #(х)>0 на отрезке [ав]. Для 
Ь Ь 
простоты, примем /(х)> 8(х). Обозначим 5, = | ЛОдах и 5, = | 8(х)Ах площади 


криволинейных трапеций, ограниченных графиками функций Ё(х) и ®(х). Согласно 
интегральной формуле Коши (1) существует точка 6 = (а,б), такая, что 5,/5, = }(8)/ (Е) — 
отношение площадей криволинейных трапеций, ограниченных графиками функций 
1(%) и ®(х), равно отношение }(&)/®(&); или всегда найдется точка & е (а,Б), 
такая, что отношение площадей криволинейных трапеций равно отношению функ- 


ций /(5) и 8(5). 


Следует отметить, что значения функций }/(&)и 2(&) не являются средними 
значениями функций }(х) и на отрезке [а,6]. Как уже было отмечено, значения 
функций /(&)и 2(&) являются средними значениями функций }(х) и &(х) в том 


случае, когда одна из них постоянная. 
Если функция 4(х) имеет смысл плотности (не нормированной) вероятности, 


— [годасоах 
а ы 
[ 9(х)ах 


Тогда, обобщенная теорема Коши, записанная в форме }/ #= 1(5)/2(&), имеет сле- 
дующий смысл: всегда найдется точка & Е (а,6), в которой отношение средних зна- 
чений функций Г(х) и 8(х) на [а,6] равно отношению значений функций /(&) и ©(&). 


является средним значением функции /(х) на отрезке [а,Б]. 


Если функции /() и ©(%) равны в интегральном смысле [ Оа(х) ах= 


=[ 8(х) а(хах , то существует точка 6 е (а,Б), такая, что }(&)= (5). 


В частном случае равномерного распределения а(х) = - Им 2(х) =х 
—а 
Ь Ь 
гоасхах одах ь ее. 
| ха(х)ах | хах 6 а 6 2 


Применим первую теорему о среднем к левой части равенства 
ЛЕ)’ -а” (5) Ь+а 
А(н-а) = = > Л(и) = м" 

где /(и) — «истинное» среднее, а Г(&) — среднее по Коши. Например, если 
Г(х) линейная функция /(х)=х, то и= (Ь + а)! 2. Если Г(х) квадратичная функ- 
ция /(х)=х’, то и = Е(+а )/2. 

В частном случае е(х)=С = соп5 , формула (1) переходит в первую обобщен- 
ную теорему о среднем и определяет среднее значение функции /(&) с ненормиро- 
ванной плотностью распределения вероятности 4(х). 

Третья теорема о среднем может быть использована для оценки интегралов. 
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Ь 2 
Я, 
Пример. Оценить интеграл | яетах: 
а 
Интеграл не вычисляется в элементарных функциях. Возьмем в качестве © =х, 


0 
ад=е“. Тогда третья теорема о среднем имеет вид 


р 2-х? р 2—2 5 
хе” ах Е? хе“ах ь р =? 28 
|. : _6 —> в —з ее | хех. ЕЕ. 
| хетах 6 ( “ -е }у2 а й 
ИЕ. р РИ 
Отсюда следует оценка | хе" ах<Ь. а <Ь. 
Выводы 


В работе рассмотрены две формы интегральной теоремы Коши. Первая из них 
следует непосредственно из дифференциальной формулы Коши о среднем, а вторая 
является ее обобщением. Приведены доказательства обоих теорем. Подобно тому, 
как формула Лагранжа является частным случаем формулы Коши, также показано, 
что первая теорема о среднем является частным случаем третьей интегральной 
теоремы (интегральной теоремы Коши). 

Обобщенная теорема Коши доказывается с использованием элементов теории 
меры и опирается на работы [6-8]. Эффективность подхода заключается в том, что 
все обобщенные теоремы получены в одной манере и очень просто. Все три теоремы 
о среднем можно сформулировать и доказать в единой манере. 

Геометрический и вероятностный смысл интегральной теоремы Коши имеет 
самостоятельное значение, отличное от смысла первой и второй теорем о среднем. 
Это означает, что теорема Коши может рассматриваться в интегральном исчислении 
как еще одна теорема о среднем. Более того, теорема расширяет понятие среднего. 

Следует отметить также, что природа среднего различная во всех трех теоремах. 
Кратко можно их охарактеризовать так. Первая теорема о среднем является класси- 
ческим средним, можно сказать является обобщением среднего арифметического, а 
обобщенная первая теорема о среднем совпадает с вероятностной трактовкой сред- 
него. Вторая теорема о среднем имеет дело со средним с весовыми множителями на 
границах интервала. Третья теорема является обобщением первой и имеет смысл 
относительного среднего, точнее, среднее значение функции вычисляется относи- 
тельно среднего значения другой функции. Только в случае, когда последняя функция 
равна единице или является постоянной (равномерное распределение случайной ве- 
личины), то относительное среднее совпадает с абсолютным и тогда совпадает со 
средним «взвешенным» как в первой теореме о среднем. 

Третья теорема о средне позволяет оценивать определенные интегралы, причем 
аналогичные оценки невозможны с помощью первой и второй теорем. Более того, 
относительно произвольный выбор функции 2(х) позволяет делать оценки интегра- 


Ь 
лов | Г (х)ах в широком диапазоне, как изменения переменной х, так и изменения 
а 


функции /(х). 
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Г.Р. МтопепКо, [.У. Регепго, О.А. Кирбоуа 
А Сошепаег1о Ве ше Тита Гиезта Меап Уаше Тйеотет 


Гаотапсе”$ еогет ог $0 саПе Гастапее”$ пиШа ш фе Ч1егепна! сайсиа$ ргодисез 
Фе теап уаае Феогет ш фе пиеота! сасаз. СаисВу’5 Феогет оепегаПте$ фе Гаотапое?”$ 
Феогет. ТБезе Рас($ рошЕё © $ фай Феге 15 ап пщеста! апа]огие оЁ СаисВу’5 еогет. \е 
Бауе саПе4 п а сомепаег ю Бе Фе шиа теап уаше пщеота] Феогет. 

Ге фе Рисйопз$ Р(х) ап С(х) аге рипийуе$ оЁ фе сопапиой$ РаисНоп$ /(х) апа 
8(х) ш а зеетепе [а,Б]. Ш Фе РипсНоп в(х)=0 ш еасВ рошЕ оЁ Фе [а,Б] Феп Фете 1$ а рошЕ 


Е =(а,Б) зисВ ФаЕ 


ЕБ)-Е(а) _ Е") 
С-С(а) С’) ` 


ТЬ$ 1$ СаисВу’$ Феогет. Егот опе Вапа Е(Ь)-Е(а) = | | Г(х)ах ап4 гота Фе офег 


Вапа Р”(&) = Г (&), Феп \е Вауе фе @и4 теап уаше пцеста] Беогет: 


[| соч _ Г) 
[ дах 8) 


‚ Е Е(а,Ь). 
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Кер!асше Фе пцесога| теазиге АХ зи Фе теазиге АО) =О’одах 


\Веге О’(х)=4(х)>0, ме \Ш се! а эепега! югт оЁ Фе Фи теап уаше пиесга!| 
Беогет: 


[овса ге) 
[зоасдах 8@) 


‚ Е Е(а,Б). 


Гаотапое’$ Феогет 15 а риуме сазе оЁ 1е Шиа теап уаше пщеста| Феогет \Теп 
#(х) = соп&: 


[| гоэабдак = РОГ абоаь Е в (а, 


АЕ 1аз6, аё а(х) = соп5Е \е \Ш ее Фе Нг$( теап уаше п(еога| Феогет: 


[ Роах = Г(Е)Ь-а), Е Е(а,Б). 


Е Фе Рпсбоп а(х) 1$ Фе ргоБа Ииу депзиу (тауБе поп-погта|7теа) еп 


[| гооводах 
[ асоах 


15 Ше ауегасе уаше оЁ Фе РапсНоп }(х) ш Ше зегтеп а,6]. ш 15$ сазе, Саисву’$ 
ШФеогет, \/ЫсЬ 13 \иеп ш Фе Юг Г /з = Г(&)/ (Е), Ваз оеотейлс зепзе: Шфеге 15 а 
рошЕЕ е (а,6) зисВ Фаё Фе габо оЁ Ше ауегаее уаез оЁ фе РапсНоп$ }(х)апа в (х)ш Фе 
зеотеп( [а,б] 15 едиа! {ю Фе габо оЁ Фе Глисйоп уашез: }(&)ап4 2(&). 


Тре фига Феогет ехрап4$ оиг ппагтаноп абой Ше ауегасе уаше. Ошу уВеп фе 
зесопа ГапсНоп 1$ еаца| © опе ог а сопзапЕ (аё Фе ЧзёлФиНоп \иВ а сопзапЕ депзиу) 
Феп Фе г@]айуе ауегасе уаае сошс14ез \уи Фе абзоие уаше оЁ Фе ауегазе. 

Тре фига Феогет сап Бе изе4 Гог езитайоп о{ зоте аейпие ииезта[5. 


= 


Статья поступила в редакцию 06.04.2012. 
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